ZADANIE O9
BADANIE WIDMA LINIOWEGO ZA POMOC A SPEKTROMETRU

Cel éwiczenia

Celem¢wiczenia jest wyznaczenie diugo fali wybranych linii widmowych neonu
oraz krawedzi widmaswiatta biatego. Fizycznej podstawy pomiaru dostarzjawisko dyspersiji
Swiatta w materii, tj. zalenosci n = f(A) wspotczynnika zatamaniaod diugdci A fali, co prowadzi
do rozszczepienigwiatta w pryzmacie. Metoda pomiaru wykorzystujewdgko najmniejszegodta
odchyleniawiatta w pryzmacie i relacji mdzy tym lkatem a wspotczynnikiem zatamania.
Goniometryczny pomiargtow ugkcia promieni odpowiadagych liniom widmowym helu
i wodoru o znanych diugoiach fal i wyznaczenie wspoétczynnika zalamaniatytd fal pozwala
skalibrowa uktad i, w konsekwencji, zmiergyieznan dtugasc¢ fali swiatta emitowanego przez
innezrodio.

Masz do dyspozyciji

« goniometr;

« pryzmat szklany;

« lamps widmowa helows, wodorows, neonow i swiatta biatego.

Wykonanie ¢wiczenia

« zapoznaj s z budowy i obstug goniometru;

« przygotuj goniometr do pomiarow;

« wykonaj pomiar kta tamacego pryzmatu,

« wykonaj pomiary ktow najmniejszego odchyleniagakow widmowych helu i wodoru;

« wykonaj pomiar kta najmniejszego odchylenia przynajmniej jedneggiepiej widocznego
(w Twej opinii) puzka widmowego neonu;

- wykonaj pomiary ktow najmniejszego odchylenia k@dw widma cigtegoswiatta biatego.
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Cel ¢wiczenia

Celem¢wiczenia jest wyznaczenie diugo fali wybranych linii widmowych neonu
oraz krawdzi widmaswiatta biatego. Fizycznej podstawy pomiaru dostarzawisko dyspersiji
Swiatta w materii, tj. zalenosci n = (A1) wspoétczynnika zatamaniaod dtugdaci A fali, co prowadzi
do rozszczepienigwiatta w pryzmacie. Metoda pomiaru wykorzystujewdgko najmniejszegodta
odchyleniawiatta w pryzmacie i relacji mdzy tym katem a wspoétczynnikiem zatamania.
Goniometryczny pomiargtdw ugicia promieni odpowiadagych liniom widmowym helu
i wodoru o znanych dtugoiach fal i wyznaczenie wspoitczynnika zatamaniatgth fal pozwala
skalibrow& uktad i, w konsekwencji, zmierzyieznamn dtugcc fali swiatta emitowanego przez
innezrodto.

Wprowadzenie

Wykorzystanie goniometru z pryzmatem jako speké&tvmstizacego do pomiaru diugoi
fali wymaga uprzedniej jego kalibracji, czyli wyaiznia zalenosci miedzy diugdcia fali
a wielkascia mierzory za pomog spektrometru. W ukfadzie goniometru z pryzmateianadnym
wyborem takiej wielkéci jest odchyleni@ promienia od jego pierwotnego kierunku, aavi
wyznaczenie krzywed = f(A) tzw. dyspersji ktowej. Inny wybér odwotuje sinp. do kta
mierzacego odlegté rozwazanej linii od innej, uprzednio wybranej, linii. Wniejszymdéwiczeniu
wykorzystywany jest wspétczynnik zalamamniavyznaczany z minimalnegata Jnin odchylenia
promienia w pryzmacie, a co za tym idzie, krzywej f(A).

Zwiazek miedzy wspotczynnikiem zatamanmaa katem dnin najmniejszego odchylenia
wymaga znajomsei kata tamacego¢ pryzmatu, dlatego najpierw zajmiemy slyznaczeniem
tego kta. Definicje ktow i rozmaite relacje mdzy nimi przy padaniu vaizki na kat famiacy
i jednoczénie na obie gsiedniesciany ukazuje Rysunek 1. W pomiarach za pangmniometru
tatwo jest zmierzg§ kat ¢y migdzy promieniami odbitymi od obu powierzchni pryzmatwigc
naszym celemdalzie wyznaczenie zwzku midzy tym lgtem a lgtem tamacym.

Rys. 1. Wyznaczanieaka tamhcego¢ Rys. 2. Wyznaczanieaka odchyleniad

Kat 0 ADC trojkata ADC wynosi
1 ADC=18C-¢, - x,,
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ale skoro
X, =18C -2 -¢,,
wiec
0 ADC=2a,
jak zostato to zaznaczone na rysunku. Podobnieatie | BDC znajdujemy:
1 BDC=283,

a z rysunku widzimy tale, ze
Y=36C-20- 28

i jednoczénie:

a=90°-¢,
oraz

L=90"-9,,
wigc:

w=360-2r- 28=360- £ 90-¢,)- £ 90-¢,)= B+ &= &,
a to prowadzi do poszukiwanego zZuku:

-
p=u.

Zaktadagc, ze kat tamiacy ¢ pryzmatu jest znany, wyznaczymy wspotczynnikametnia
szkia, z ktérego wykonany jest pryzmat. Definiciokv i rozmaite mgdzy nimi relacje ukazane s
na Rysunku 2. Poniev&at zewretrzny w tréjkacie ABD jest rowny lgtowi tamiacemu pryzmatyp
(kat ABD ma ramiona prostopadte dcian pryzmatu) — otrzymujemy naptijace zaleénosci:

¢=B+p5
oraz:
o=a,-fta,-B,=a,ta,~¢.

O tym, pod jakim ktem a» promier opusci pryzmat decydujedt a;, pod jakim promi#é pada na
pryzmat. Wyznaczymy teraz zateos¢ miedzy katem a, a katem a;. Z prawa Snella:
sina; = nsing; dla ptaszczyzny, przez ktppromier wchodzi do pryzmatu, znajdujemy

B = arcsir‘(1 simlj ,
n 50
a z prawa Snella: sin = nsing, dla ptaszczyzny, — |
przez ktéa promier wychodzi, otrzymujemy: ZA'O
a, = arcsin(n sing,). 230 ¢
Poniewa %‘20 B
_ _ (1 S|
B,=¢ -, =¢-—arcsi Esml : 310
wigc 0
_ _ (1 . 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
a, =arcsin n S|VE¢— arc&éﬁ SMJJ : kat padaniag ; [°]
a to prowadzi do&a odchylenia jako funkcji Rys. 3. Minimalny kt odchylenia

kata padanian:

o=a,+ arcsir{n sir{¢ - arcsif% sialjjj -¢.

Przyktadowy przebieg tej zaleosci, dlan = 1,4 orazp = 45, przedstawia Rysunek 3, na ktérym
wida¢ minimum w przebiegu zataeos¢ kata odchyleniad od kata padania;. Wyznaczenie,
standardowymi metodami, waétd dnin minimalnej prowadzi do wnioskuae pojawia st ona
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wtedy, gdy bieg promienia w pryzmacie jest symetmycwzgkdem dwusiecznejdta tamiacego
pryzmatu, tzn. gdyn = a, orazf = [%, CO pocaga:

1
B = 5 ¢
oraz:
1
al =E(Jmin + ¢) .
Prowadzi to do nagbujacego wyraenia na wspotczynnik zatamania:
. (1
. —(Oin *
q=Sina; _ Sm(z( mn ¢)j
sinf, sin(lgz)j
2

Czytelnikowi pozostawiamy dowdde warunkif, = 5 oraza; = a, faktycznie wyznaczaj
minimalm wartas¢ kata odchylenia.

Masz do dyspozycji

« goniometr;

« pryzmat szklany;

« lampe widmowa helows, wodorows, neonovy i swiatta biatego.

Wykonanie ¢wiczenia

« zapoznaj i z budowy i obstug, goniometru;

« przygotuj goniometr do pomiaréw;

- wykonaj pomiar kta tamacego pryzmatu;

« wykonaj pomiary ktow najmniejszego odchyleniagakéw widmowych helu i wodoru;

- wykonaj pomiar kta najmniejszego odchylenia przynajmniej jedne@jlepiej widocznego
(w Twej opinii) pazka widmowego neonu;

- wykonaj pomiary ktow najmniejszego odchylenia k@w widma cagtegoswiatta biatego.

W cz¢éci DODATEK znajduj sig informacje o budowie, obstudze i sposobie wykonyaa
pomiaréw za pomacgoniometru.

Analiza wynikéw pomiaréw
Analiza danych winna zawieraastpujace elementy:
- ustalenie realistycznych, dopuszczalnyahdbtv granicznych wielkéei bezpdrednio
mierzonych i wyznaczenie odpowiagiaych im niepewngci standardowych — pagtaj, ze
zdolnai¢ rozdzielcza przyrgu nie musi gwarantowaensownych kHow granicznych
(oczywiscie, maesz te od razu oszacowaniepewndci standardowe, bez przechodzenia przez
etap bédow granicznych);
« prezentag ocen wszelkich wielki wraz z niepewngciami standardowymi uwzgdiniajacymi
niepewndci statystyczne i niepewlc wynikajace z doktadngci przyrzdow;
« wyznaczenie ocen nieznanych statych, wraz z ichan@dciami, w zwizku dyspersyjnym
przedstawiajcym zalenos¢ wspotczynnika zatamaniaod dtugdci fali A
w fenomenologicznych modelach — Cauchy’ego:
n=A +/%
oraz (uproszczonym) Sellmeiera:
2
n-1= B :
A*-C,
prezentowane zataosci nie przedstawiajliniowej relacji mgdzy obiema wielkéciami,
dlatego zaleca sirozwazenie maliwosci wyboru nowych zmiennych, aby po transformacji
zaleznosci te przygly posta liniowa, co zawsze utatwia anatinumerycza;
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- wybdr modelu lepiej odtwarzgjego dane daviadczalne,

« zastosowanie wybranego modelu do wyznaczenia étuégdi, wraz z niepewrgtia,
zmierzonego przka widmowego neonu i pordwnanie uzyskanej waite danymi
literaturowymi;

- oszacowanie warfai dtugdsci fal (bez niepewngei) krahcoOw widmaswiatta biatego.

Istotne, w Twej opinii, kroki analizy danych podsujrstosownymi tabelami z wynikami
pasrednimi i zilustruj odpowiednimi rysunkami.

J&ili na ktérym z etapow analizy danych uznasz za nidpne dopasowanie modelowej
zaleznosci do danych metagnajmniejszych kwadratow wystarczg podasz jawnforme
wielkosci minimalizowanej, jak@e posté ta jednoznacznie wyznacza oceny poszukiwanych
wspotczynnikbw modelowej zateosci wraz z ich niepewrieiami i nie musisz cytowa
stosownych wzoréw dla tych obiektow.

Dla ambitnych. J&li dysponujesz programem do dopasowywania krzywgphobuj swych sit
i wyznacz oceny nieznanych parametréw i ich niep®airdla bardziej rozbudowanych zahexsci
dyspersyjnych — Cauchy’ego (model Cauchy’egamag po stosownej zamianie zmiennych,
zamiené na model liniowy, wgc tu wystarczy nawet arkusz kalkulacyjny typu Excel
N
NEATET
oraz Sellmeiera:
2 2
n-1=oA_, BA
A*-C, A*-C,
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Dodatkowe uwagi odnénie do raportu

W raporcie zami&, w stosownie dobranych tabelach, wszystkie sunovraki
wykonanych pomiarow tak, abyegiajac jedynie do raportu i bez potrzeby odwotywaniads
protokotu z déwiadczenia mgna byto wykoné petrs i niezalena analizz Twych danych. Zadbaj
0 wierne przeniesienie zmierzonych wacdalo raportu.

Nim przygotujesz raport, zaznajong i uwagami zawartymi w opracowandnstrukcja -
Jak pisa& raport koicowyoraz z przyktadowrealizacy tych uwag w postad?rzyktadowy raport
koicowy. Materiaty te zamieszczone sa stronie http://anipw.igf.fuw.edu.pl Pracownitygpsej.
Wymagania ukazane w tych opracowaniaetiatbezwzgédnie egzekwowane przy
sprawdzaniu Twego raportu. W szczegétgpamktaj o konwencji odnosizej st do precyzji
przedstawiania niepewsd, a co za tym idzie, rownievartasci wielkosci zmierzonej.

Absolutnie zalecane jeStviadome przyjrzenie siredakcji tekstu a tade tabel, rysunkow
i wzorow, sposobow ich numerowania, tytutowanipisgwania w dowolnym, ale wydanym przez
uznane wydawnictwo, akademickim pecizniku do fizyki, jak réwnie zajrzenie do kilku
publikacji w r&nych czasopismach naukowych, cozmatatwic podigcie decyzji co do podziatu
Twego raportu na &ci.

Pytania i zadania definiujagce wymagania daéwiczenia

Problem 1 Przy pomiarze &a tamiacego pryzmatu (jak na Rysunku 1), pryzmat umiesngzaa
stoliku tak,ze krawedz kata tampcego znajduje sina osi kolimatora, aby wzke swiatta

z kolimatora rozdzieti na dwie. Maemy jednak pryzmat dowolnie przeswwawnolegle do siebie
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na stoliku, jak na Rysunku 4, umieszaezajo blizej lub dalej od kolimatora. Czy dla pomiarow
goniometrem ma znaczenie, jakie talbie miejsce?

kolimator

Iuneta

kolimator | 'kolimator

W

0$ stolika |uneta

stolik

Rys. 4. Pomiar &a tamicego - przyktady ustavmhepryzmatu na stoliku

Problem 2 Przy pomiarze &a najmniejszego odchylenia na stoliku pryzmatemoy potay¢
w dowolnym miejscu, w wyniku czego yukaswiatta z kolimatora mze pada blizej kata
tamiacego lub dalej od niego. Memy te pryzmat potay¢ na boku stolika. Przyktady takich
ustawidgi ukazuje Rysunek 5. Czy miejsce pryzmatu na stotieznaczenie dla pomiarow
goniometrem?

os stolika

os stolika

; stolik
b2 luneta

os stolika

kolimator luneta

Rys. 5. Pomiar &a odchylenia - przyktady ustawi@ryzmatu na stoliku

Problem 3. Gdy na pryzmat pada yzkaswiatta ztazona z fal o dwoch tmych diugdciach, to po
przefciu przez pryzmat wgzka ta ulega rozszczepieniu na dwie wychgdzpod ranymi katami.
Czy kat miedzy wiazkami zaley od dtugdci drogi jaky swiatto pokonuje w pryzmacie, a ga tego
czy wiazkaswiatta pada na pryzmat bej wierzchotka kta tamicego, czy te blizej podstawy?
Problem 4. Co oznacza termiwidmo liniowé&

Problem 5. Na czym polega zjawisko dyspersyiatta?

Problem 6. Dlaczego pomiar wspotczynnika zatamania odbywasiez pomiar &ta
najmniejszego odchylenia, a nie przez pomiar, pstpr kta odchylenia, kiedy to rzucamy
promien swiatta na pryzmat pod dowolnymtem, a nie jedynie tym, ktéry gwarantuje najmniejsz
odchylenie?

Pytania i zadania przyblizajace, uzupetniapce lub poszerzajce tres¢ ¢wiczenia

Problem 7. Poka, ze istotnie, symetryczny bieg promienia w pryzmaarantuje minimalny 4
odchylenia promienia od kierunku pierwotnego. Jatkokichylenia zaley od kyta tamacego?
Problem 8 Wiazkaswiatta padajca na pryzmat pod katemsktada si z fal o dwéch mato
rézniacych s diugasciachAy i Ao. Wyznacz ranice Ad katdw micdzy wiazkami wychodacymi

Z pryzmatu, jéli wspoétczynnik zalamania fali o dtuga A, wynosin; a fali o dtugéci A, wynosin,
i wartasci wspotczynnikdw zatamania niewiele: soznia. Kat famiacy pryzmatu wynosp. Dla
jakiego kta padaniar réznicaAodjest najweksza (promienie odpowiadae dwém diugéciom fali
beda najsilniej rozbiene)?

Problem 9. Wiazkaswiatta sktadajce st z fal o dtugéci odpowiednial; i A,, pada prostopadle na
jedm zescian pryzmatu o dcie tamiacym ¢. Przedyskutuj, dla jakiego zakresu wécikata
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tamiacego i jakich wartgci wspotczynnikow zatamania obu fal, z pryzmatu deyg wiazkaswiatta
zawierajca tylko jedm barwe.

DODATEK — BUDOWA | OBSLUGA GONIOMETRU OPTYCZNEGO

BUDOWA GONIOMETRU

Goniometr stiay do pomiaréw ktow, a wic kata tamicego pryzmatu, &6w odchylenia
promieni przechodych przez pryzmat lub ugych przez siatkdyfrakcyjm. Typowy goniometr
ukazany jest na Rysunku 6.

9 (3 (627) () - st(%I;I«

(2) - luneta (1) - kolimator (4) - pokktto

szczeliny

(13) - poketto acisk aretagy

Y
i

Rys. 6. Budowa goniometru (fot. T. Nowak)

Goniometr skfada siz kolimatora (1) lunety (2) i stolika (3). Kolin@atzaopatrzony jest
w regulowan szczelir, przed ktég umieszczamy sizrodto swiatta. Szeroké& szczeliny zmienia
si¢ pokrecajac piescieniem (4).

Stolik, na ktérym umieszczamy pryzmat lub sgadlyfrakcyjra, mazna obracé wokot
pionowej osi po zwolnienigruby (5) oraz podno&ilub opuszczapo zwolnieniwruby (6). Przy
zwalnianiusruby blokupcej (6) stolik naley podtrzymywa reka. Pochylenie stolika uzyskujegsi
przez obrét pokitek trzechsrub elewacyjnych (7).

Luneta wyposzona jest w okular (8) z krzgm z nitek pajczych. W lunecie obserwujemy
obraz szczeliny kolimatora, a wagédata miedzy osa kolimatora a ogilunety odczytujemy
w okularze (9) mikroskopu odczytowego (10¥wietlenie skali kggu pomiarowego veczamy
wiacznikiem (11). Obrotu zgrubnego lunety dookotamsnowej goniometru miana dokona reka
przy zwolnionym zatrzasku aregoym (12). Precyzyjny obrot wykonujeegpokrettem (13) po
uprzednim zaghigciu zacisku aretdgego.

UWAGA! Nie wolno obraca¢ lunety recznie bez sprawdzenia, czy zacisk aretagy jest
zwolniony. W zadnym wypadku nie stosuj sity przy obracaniu lunety

Skala, jalg widzimy w okularze mikroskopu pomiarowego, jestlgiatowa obejmugca
zakres od ©do 360, przy czym wart& najmniejszej dziatki to'l(minuta). Przyktadowy obraz
pola widzenia mikroskopu odczytowego jest pokazanRysunku 7 i ukazuje wskazanie (okoto)
35°2530".
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35

T TR AT EERTH TR A
6 5 4 3 2 1 0

Rys. 7. Widok skali w okularze mikroskopu odczytgwe

Rysunki 8 oraz 9 ukazudwa potaenia zatrzasku (12). Sty on do sprzgania obrotu
kregu pomiarowego ze skat obrotem lunety. Przy pateniu zatrzasku jak na Rysunku 8, przy
obrocie lunety ktgg pomiarowy pozostaje w miejscu, podczas gdy patgzeniu zacisku
ukazanym na Rysunku 9,3y obraca sirazem z lunet W trakcie pomiaru zatrzask musi
pozostawa w potazeniu unieruchamiagym krag pomiarowy (pozycja jak na Rys. 8).

PRYZGOTOWANIE GONIOMETRU DO POMIAROW

Goniometr aywany wéwiczeniu jest zbudowany take nie wymaga wielu wgpnych
operacji przygotowugcych go do pracy. Niezbne g tylko trzy, z ktérych dwie selementarne:
wymagaj ustawienie ostiei obrazu w lunecie i w mikroskopie pomiarowym. &cia, polegajca
na poziomowaniu stolika, jest nieco bardziej wymacgmi zazwyczaj niepotrzebna, dlatego
wszelkie Twoje dziatania w tym wazglzie skonsultuj uprzednio z prowadym ¢wiczenie.

Ustawianie ostrgci obrazu w lunecie i mikroskopie odczytowym
Ostra¢ obrazu w lunecie ni@my uzyska krecac okularem lunety. Podobnie,
wykorzystupc okular mikroskopu odczytowego, nastawiamy dstabrazu podziatki iowej.

Rys. 8. Oborty kggu i lunety rozprezone Rys. 9. Oborty kfggu i lunety sprzzone
(fot. T. Nowak) (fot. T. Nowak)

Ustawianie ptaszczyzny stolika prostopadte do jegusi
Potazenie ptaszczyzny stolika w stosunku do jego osi
obrotu reguly trzy sruby elewacyjne (7%, S i S pod
stolikiem. Ustawiamy ©lunety w stosunku do osi
kolimatora pod ktem 60 + 9C° i ustawienia tego nie
zmieniamy w trakcie catej dalszej procedury. Kiadzy
pryzmatABC na stoliku — Rysunek 10 — w taki sposoéb, aby
jedna z jegdcian tworzcych kat famiacy ¢, nazwijmy p
sciam AB, byta prostopadta do linab taczacej dwie
wybranesruby elewacyjnych S i S. Szczelig kolimatora
oswietlamy, a stolikiem z pryzmatem obracamy tak,saiy

w lunecie zobaczyli obraz szczeliny powstaty pradhicie  Rys. 10. Regulacja ptaszczyzny stolika
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od wybranegciany pryzmatu. Szczelina powinnattstosunkowo wska. Jéli obraz szczeliny nie
jest symetryczny, np. obrécony lub przestyiv gor lub w dét wzgédem nici pagczych — jak na
Rysunku 11 — to potogvdeformacji usuwamy kcac sruba S;, a drug potowe sruba S;. Po
uzyskaniu obrazu szczeliny o kradziach réwnolegtych do nici pgjzych, obracamy stolik tak,
aby w lunecie zobaczybraz szczeliny uzyskany przez odbicie promienicsany AC pryzmatu.
Tym razem do uzyskania poprawnego obrazu szczkigtymy tylko sruba S;. Czynndci te, tzn.
korekcja obrazu powstatego przy odbiciusd@nyAB, a nasfpnie odsciany AC nalezy powtérzy¢
kilkakrotnie — do zupetnego wyréwnania obrazu skoye

000

zle zle dobrze

Rys. 11. Widok szczeliny w lunecie - przyktady daegoprawnego ustawienia obrazu

Ustawianie katowego kregu pomiarowego ze skal

Pozycja zera na &gu pomiarowym wzgldem osi kolimatora lub lunety nae by¢ dowolna
i jej ustalenie nie jest nieztine, ale j&li pociagaja nas wzgtdy estetyczne lub pagdkowe, to
mozna to wykoné w nasgpujacy sposéb. Zatrzask arefay (12) ustawiamy jak na Rys. 8
i obracamy tak lunet aby wskazania w mikroskopie pomiarowym pokrywsiéyz dziatlq 18C°
kota pomiarowego — niezaleie od obrazu szczeliny, ktérej genie by widac w ogodle.
Sprzgamy teraz ruch lunety z kotem pomiarowym — jalRya. 9 — i szczelinoswietlamy.
Obracajc lunet ustawiamy ja naprzeciw kolimatora tak, aby pionaitka pagcza znalazia si
w srodku obrazu szczeliny — na stoliku nie powinnosia&, co zaktdcatoby bieg promieni
z kolimatora. Wracamy z zatrzaskiem argtym do pozycji z Rys. 8. Procedura ta prowadzi do
ustawienia kggu pomiarowego w orientacji ukazanej na Rysunku 12.

POMIARY K ATOW GONIOMETREM
Przed wykonaniem pomiarow kolimator

z pryzmatem, dobrze jest pryzmat wytrze m

recznikiem papierowym lub chustecglaby

usury¢ odciski palcéw i inne zabrudzenia.

Pomiar kata tamigcego pryzmatu

Oswietlamy szczelia kolimatora, przy
czym sama szczelina powinnackstosunkowo
szeroka. Pryzmat ustawiamy na stoliku w taki
Sposob, abywiatto ze szczeliny pads na kit
tamiacy cswietlato obiesciany pryzmatu, jak
ilustruje to Rysunek 12. Wyszukujemy luget
obraz szczeliny powstaty z odbicia od lewe]
sciany pryzmatu i odczytujemy wago
kata ai, nastpnie obracamy lunetna pravg
strorg pryzmatu, odszukujemy obraz szczeliny,
i odczytujemy warté¢ kata ap. Jeli oba
odczyty nie g rozdzielone zerem skali (jak na
Rys. 12), to z obu waroi otrzymujemy: Rys. 12. Wyznaczanieata tamacego pryzmatu
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¢ =%(aL -a,).

J&li promien lewy i prawy oddzieloneasod siebie zerem skali, wtedy:
¢ =%(aL +360°-a,).

Pomiar naley powtdrzy¢ kilkakrotnie, obracajc delikatnie pryzmat o niewielkiak (aby nie utrad
mozliwosci oswietlania obuscian pryzmatu) wokoét osi zadanej kredeia tamiaca prymatu.

Pomiar kata najmniejszego odchylenia
Promie z kolimatora po przégiu przez
pryzmat ulega odchyleniu aikdod swego
pierwotnego kierunku wyznaczonego przéz o krag
kolimatora. Ustawiamy pryzmat na stoliku
w konfiguracji ukazanej liniciagta na
Rysunku 13 i szukamy, dla wybranej linii
widmowej, obrazu szczeliny odpowiadeggo
odchylonemu biegowi promieni po drugiej
stronie pryzmatu. Po znalezieniu go, delikatnie | 270°
obracamy stolik, obserwag w lunecie
przesuwanie giobrazu. Jdi obraz ucieknie
Z pola widzenia lunety, obracamy luaéak, aby
ponownie uzyskaobraz w jej polu widzenia
i kontynuujmy obrét stolika. W pewnym
momencie zauwgmy, ze kierunek ruch obrazu
szczeliny zmienia gina przeciwny. Obracgg
delikatnie i kilkakrotnie stolik w jedni druga
strorg nalezy upewnt sig, ze uchwycito st
poprawnie ten moment. Po ustawieniu kery
nici pagczej lunety narodku obrazu szczeliny, odczytujemat . najmniejszego odchylenia
promienia. Nasfpnie obracamy stolik tak, aby promie lunety padat na drggciarg tworzaca kat
tamiacy pryzmatu, powtarzamy procedwyznaczenia kata najmniejszego odchylenia
i odczytujemy lgt J. J&li promienie lewy i prawy nieasrozdzielone zerem skali (jak na Rys. 13),
to kat dmin Najmniejszego odchylenia wynosi:

Onin Z%((dL _1800)+(180_5P)) =—;(5L _5P) .

kolimator

90°

)/\ N
‘ luneta 180° luneta ™~ .-

Rys. 13. Pomiarda najmniejszego odchylenia

m

W przeciwnym przypadkusk ten wyznaczamy ze zw#ku:
5. :%(360° ~5,+3,).

Pojedynczy pomiardta najmniejszego odchylenia obarczony jeskazym bkdem ni
pojedynczy pomiar da tamiacego pryzmatu. Spowodowane jest to trudnpuchwyceniu
momentu, w ktérym oraz obraz szczeliny zaczynasfa® przy obrocie stolika. Dlatego pomiary
dla kazdej linii nalezy powtorzy kilkakro¢, przekecajac stolik lub pryzmat o niewielkidt
i ponowne poszuka¢ punktu zwrotnego.

Kat najmniejszego odchylenia ri@my wyznacz§ z pomiaru jedynie np.aka d_ (lub &)
odchylenia promienia po jednej stronie pryzmatutyWi celu wystarczyze zmierzymy kt & pod
jakim obserwujemy obraz szczeliny przy obserwaajivprost — bez pryzmatu na stoliku, a wtedy:
5 = o+ 0y, gdy J,<180

™o 1360°-9,+9,, gdy 9,> 180

Nie jest to zalecana metoda, jat@przy jej stosowaniu nie kaglgie rozmaite b¢dy zwigzane
z ewentualnym brakiem symetrii w uktadzie pomiarawy
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Uwagi dotyczce eksploatacji goniometru

« przy pracy z goniometrem nalezachowa duza ostraznos¢;

« oObracajc lunet nie wolnouzywac sity;

« goniometr nalgy chront przed gwattownymi wstggsami i uderzeniami;
« nie wolno dotyka czsci szklanych dogpnych z zewatrz.

UZUPELNIENIE

Analiza danych w tynéwiczeniu odwotuje si do zagadnienia kalibracji, ktérego aspekt
statystyczny mee nie by znany, dlatego niniejszy passus\yizcimy wiasnie temu problemowi.
Problem kalibracji przyrdu sprowadza sj w istocie, do dwoch kwestii:

- pomiaru, wsciste kontrolowanych warunkach, odpowiedzi pragz na dobrze zdefiniowany
sygnat i ugciu tej odpowiedzi w stosovgrformute;

- odwrdceniu owej formuty, aby w praktycznych zasteaniach ocerdi site sygnatu i jego
niepewnd¢ ze znajomeci, wraz z niepewnitia, odpowiedzi przyrzdu.

Sita sygnatu i odpowied przyrzadu

Przy kalibracji przyrzdu poddajemy go dziataniu sexiiniezalenych i bardzo dobrze
znanych (w idealnym przypadku: znanych bedbie) sygnatdw, a wyidealizowany mechanizm
pomiaru wytwarza segin bezbkdnych wartdci 7,1 = 1, 2,...,n, wyznaczajcych odpowiedzi
przyrzadu na owe sygnaty. W rezultacie pomiaru w miejsegt@ci /7, znajdujemy wartex ;.
W modelowym opisie statystycznym, obok wacioy;, traktowanych jako warfsi wylosowane
Z pewnego, by maze nieznanego rozktadu i bynaze zalenego od wartci X zaaplikowanego
sygnatu, mamy tale odchylenia standardoweg charakteryzujce jakad¢ pomiaru wielkdci 7.
Nalezy podkréli¢, ze w praktyce, w miejsce odchylstandardowych znamy, zazwyczaj, jedynie
niepewndci standardowe;. W pozostatej agci tego UZUPELNIENIA ledziemy przyjmowali
modelowe zatzenie o0 znajomixi odchylé standardowyclw;. Czytelnik powinien b§ swiadom,
ze zasipienie odchylé standardowych niepewsmami nie doprowadzi go distych wielkaci,
a jedynie ocen poszukiwanych wieseq ktére w dodatku da z reguty obcizone z uwagi na
nieliniowy charakter zvazkO6w wyznaczajcych te wielkdci (np. otrzymamy obgzone oceny
wariancji ocen parametrow lub ohzbne oceny nieznanych parametrow).

Formuta kalibracyjna

W problemie kalibracji dysponujemy formuy = u(x; 8) wiazaca odpowied 7
z sygnatenx, w ktorejg = (6,6, ...,6y) to uktadm, zazwyczaj nieznanych, parametrow. Formuta ta
moze wynika z teoretycznego modelu dziatania praghz lub te by¢ dzietem czystej praktyki
laboratoryjnej ujmujcej w wygodny sposob fenomenolegirocesu pomiarowego.

Sposobem oceny nieznanych parametéj@st metoda najmniejszych kwadratow, w ktorej
minimalizowana jest, wzgtlem nieznanych parametréw, ¥@aa odwrotnéciami kwadratow
odchyler standardowyclzr suma kwadratow odchylezmierzonych wartei y; od wartgci

modelowychy, = u(x;; 8) (w skrécie: waona suma kwadratow reszt):
2

R(e):iz:‘(Yi _ﬂa(;ﬂie))

We wszystkich naszych dalszych rozamiach przyjmiemyze zgodnie z intuicyjnie
zrozumiatym wymogiem, liczba pomiardéw jest wiksza od liczbym nieznanych parametrow.

Liniowa formuta kalibracyjna

Zaczniemy od przypomnienize w kontekcie metody najmniejszych kwadratow
problemem liniowym nie nazywamy liniowej zatesci migdzy zmienm zalezna (odpowiedz 77
przyrzadu) a zmiena niezalena (sygnatenx), lecz zalenos¢, w ktorej relacja midzy zmienia
niezalena a zmiengy zalezng jestliniowa w nieznanych parametracima posté:

’72/1()(;9)=¢1(X)91+¢2(X)92+'“+¢m(X)Hm’ (1)
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gdzie wielkaci ¢i(xX) 2 w petni znanymi, liniowo niezatl@ymi funkcjami — g to zazwyczaj
kolejne potgi wielkosci x, ale mog to by tez np. funkcje Bessela lub wielomiany ortogonalne.
Dlan wartdci x; otrzymujemyn zwiazkdw dlan wartasci 1(x; 6)

,u(xi;é?):iq)j (x)g, i=12,..n,

odpowiadajcych wielkgciom mierzonymy;. Powy.sze réwnania mamy zapisézwarcie
w formie macierzowej

n=o(x)8o,
gdzie
mY [ H(x;6) #i(x) ¢.(x) - @a(%) )
n= 72 - /J(X:z;e) , CD(X)— ¢1(.X2) ¢2(:X2) ¢m(.x2)' 0= 0:2 ’
M) \H(x,:6) #(%) #.(x) - 2a(x) 6,
a j&li jeszcze do tego zdefiniujemy:
012 O --- 0 A
0O 0 - o’ Yn

to i samy sune kwadratéw resztdmlziemy mogli zgrabnie zapiéav postaci:
R(6)=(y-®8) U (y-08).
Oceny parametrow i ich wariancje

Rd&zniczkowanie sumy kwadratéw reszt wadgm nieznanych parametréw prowadzi do
liniowego uktadu réwn@na te parametry:

O'UPA=d'U Yy,
a jesli macierz®, Wymiarunxm,Azwanamacierza planu, jest rzdum, czyli jej wszystkie kolumny
sq liniowo niezalene, to ocenyd nieznanych parametréw wyznaczamy zeazWi:
g=(o'ue) o'Uy. )
W dalszej czsci tego UZUPELNIENIA stosowabedziemy notagj ,,z daszkiem” dla ukazania
oceny dyskutowanej wielkoi (w duchu tej notacji zmierzone wastby; zapisalibgmy jako 77 ).
Je&li pomiary s nieobcazone, czyli jéli E(y) = n=®86, toi ocenad jest nieobcizona:
E(6)=(eTu"®) 0TUE(y) =(0'U ) 0 TU®g=4,

a jej wariancja wynosi:

V= E((é—e)(é—a)T)

= E(((QDTU‘lCID)_lCDTU_ly— (dDTU‘ldD)_lCDTU‘l/])((dDTU‘JdD)_lCDTU‘ly— (U ) U }7”

=(®"Ue) oTUE((y-n)(y-n)" |U 0 (07U ) = (07U D) .

Zauwamy, ze alternatywnie, elementy odwrotnej macierzy wagjiamozemy wyznacz§ z prostej
relaciji:

2
V] =3 a008
i 206806,
Jak widzimy, w przypadku, gdy nieznane parametysgtypuja w formule w sposob liniowy,
minimalizacg mazna przeprowadzianalitycznie i uzyskazamkngte wyraenia zarowno na oceny
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@ nieznanych parametrow jak i ich macierz wariaNcjleli jednak parametry] pojawiap Si¢
w zaleznosci 17 = u(x; 6) w sposob nieliniowy, rozwrzanie problemu nie ma formy zamétaj,
a sama minimalizacja wanej sumy kwadratéw reszt wymaga, zazwyczaj, zastasia
wyspecjalizowanych metod numerycznych.

Musimy take zwroct uwag; na fakt,ze macierV przestaje by maciera wariancji
i kowariancji, a staje simaciera ocen tych wielkéci, jesli macierzU utworzymy z niepewriei
pomiaréw wielkdci y;, a nie ich odchylestandardowych.

Test zgodndci xy? Pearsona
Waznym obiektem problemu linowego (1) jest suma kwaiwareszt w minimum:

AT ~

Run =(y-®6) U™ (y-28)
w przypadku, gdy wyniky; pomiarow opisaneagozktadem Gausdd(yi;/i,d), gdzien = u(x; 6
jest wartdcia oczekiwam zmiennejy; o wariancjig?. Ten specyficzny rozktad powoduje Ruin
przedstawia wartg wylosowan z rozktaduy? o liczbien —m stopni swobody, o ile proponowana
krzywa kalibracyjna jest stuszna, co pozwala zbusioaw. testy? Pearsona i zweryfikowa
propozycg u(x;8). Oczywicie powinngmy pametac, ze stosowanie niepewsm standardowyclh;
w miejsce odchyle standardowyclar w macierzyU ostabia si takiej konkluzji.

Przykiad: zaleznosé kalibracyjna postaci 7 =ax +b
Dla przyktadu rozwamy dopasowanie do danych liniowej zalesci w postaci linii prostej
H(X; 8 =ax+ b, kiedy to macierz planu przyjmuje posta
x 1
% 1

aocenya i b parametréova i b znajdujemy ze zwizku (2):

Bt PN E e B
6) ss.-sl-s. sls) ss- mss-s§)

gdzie:
_nl _nxi _nXZ _ny _nXy
S=) =, =) =) L, =) = =y 4
210 3 ;03 3 zla §;0i2 §;Uf
Obok ocen parametroéaorazb znajdujemy macierz wariancji tych ocen:
- s -
viab-gtel S o)
SS- S-S S
w ktorej elementy diagonalne:
A S - S
V|ad|=0=—""—, V|b|=0=—X— 3
to wariancje ocera orazb, a wyraz pozadiagonalny
v[abl=cofabl=g =-— > (4)
[ ] [ ] ab SS, - 3

zwany kowariangj, przedstawia tzw. korelacmiedzy obiema ocenami parametréw.e¢So,
prezentujc wynikow dopasowania, podajemy taktizw. Pearsona liniowy wspotczynnik korelacji:

V[é, 6] S,

o V[a]v[b] s
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opisupcy sik relacji medzy ocenami parametréavi b. Ograniczony jest on w swych wadtiach
do przedziatu [-1;1], przy czym im jego waitdezwzgédna jest blisza jednéci, tym sita tej
relacji jest blzsza matematycznej zalesci liniowe.
Wariancja odpowiedzi przyrzadu i sity sygnatu

Istnienie wyrazow pozadiagonalnych w macievzgowodujeze oceny8 nieznanych

parametréw w zalaosci kalibracyjnejn = u(x; 6) przestaj by¢ statystycznie niezatae
i ,szkolny” wz6r na przenoszenie odchfylstandardowych (propagadytedéw) w celu obliczenia

odchylenia standardowegm, oczekiwanej odpowiedzj = ,u(x; é) przyrzadu na sygnak rézny
od dotychczas zastosowanych, Wymaga korekty Zennniego musimy skorzystaze zwhzku:

0’7_260 " ae =24 (x

i,j=1 ij=1
gdzie diagonalne elementy; YhacierzyV to wariancje ocen parametrdy np. w przypadku
dopasowywania linii prostepgo zwigzki (3), natomiast elementy pozadiagonalne to keanaje
tychze ocen — w przypadku linii prostej jest to wielkd4), w ktorym to przypadku Kmowe
odchylenie standardowe; wartasci odpowiedzi przyrgdu przyjmuje posta

g, = X’a; + 0’ +2xC,.

Po tym, gdy wykalibrowadmy przyrad, chcemy go zastosowdo pomiarow, tj. chcemy
ocent sitg X sygnatu, jéli przyrzad zarejestrowat odpowied, przy czym odchylenie standardowe
tej odpowiedzi wynosgy. Oczywicie, najpierw musimy odwrocizaleznose 77 = u(x; 6)

i wyznaczy sife x jako funkcg wielkosci /7. Nawet j&li takiej operacji nie potrafimy wykorta
analitycznie, a jedynie numerycznie, togdakwrotry zaleznosé¢ zapiszmy jako = {(17;6)
I wyznaczmy z niej ocensity sygnatu:

R=Z(Mé)

jak rowniez odchylenie standardoweg; tej oceny:

0¢ ¢\, 04
o:=|—0o V, —
* (6y yj ,12169 ! 69
W przypadku dyskutowanej wcaeej relacji7 = ax + b, ocena sity sygnatu wynosi:
-1 o
X==|y-bl,
At

a jej odchylenie standardowe to:

A~ 2 ~
> _ 1 y—-b y-Db 1o 5 2 2 2
JA-—[(fJé +2 C,to;+o, az(xaé+2xCé‘B+aB+Jy).

* a2 a a

Jesli wykonalismy sere pomiarow wielkdci 77 przy ustalonej wartei x, to w miejsce wielkéci y
uzywamysredniej, a zamiast odchylenia standardowegstosujemy jej odchylenie standardowe.

Opracowat: Krzysztof Korona.
Uzupetnit: Roman J. Nowak, 23 listopada 2015.



